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実半単純群Gに対してある対合びが存在して， Hがcr= {g E GI c,(g) = g}の開部





例 2.1.(1)実半単純群Gと，その Cartan対合0に対して， K=G0はGの極大コンパク
ト部分群であり，対称空間G/Kは非コンパクト型の Riemann対称空間と呼ばれる．
(2)実半単純群G'に対して， G= G'X G'の対合ぴを (x,y)→ (y,x)で定めると， H:=




g = fJ + q = gda + g―d叫
とする複素化qcの半単純元からなる可換部分空間で極大なものをたと書き，ルート系
I;(gc, k)のWeyl群を W と壽<. [HelOO, Chap.II, Thm. 5.17]とFlensted-Jensen双対
([FJ80]を見よ）により，
醗 (X)竺 S(j,c)匹















定義 3.1.離散群rが局所コンパクト Hausdorff空間Xへ作用しているとし， Xの部分集
合Sに対して，










定義 3.2.局所コンパクト Hausdorff群Lが局所コンパクト Hausdorff空間Xへ作用して
いるとし， Xの部分集合Sに対して，









であり Hが非コンパクトの場合， rをGの格子，つまり f¥Gが体積有限となるなら
ば，rはG/Hに固有不連続には作用せず，「¥G/Hは非Hausdorff空間となる．
(2) {standard Clifford-Klein form, 詳しくは {KK16,Ch. 2}を参照せよ．）簡約部分群
LcGでG/Hに固有に作用するものがあるとするこの時 Lの任意の離散部分群
rはG/Hに固有不連続に作用する上記の条件を満たす (G,H,L)の組としては例え
ば(SO。(2n+ 2,2), SO。(2n+ 2,1), SU(n + 1,1)がある．







事実 3.4([KK16, Def-Lem. 4.20]). 半単純対称空間G/Hの不連続群rに対して，
1汁'¥G/H:= {x E G/ HIV, Er, llvx(,x)II~I vx(x)II}, 
はG/Hへのrの作用に関する基本領域である (vxについては4節を見よ）．
最後に，局所半単純対称空間Xrの離散スペクトラムの [KK16]による定義を思い出し
ておこう被覆X→Xr = f¥Xによって， Xr上の微分作用素全体のなす環lI)(Xr)への
単射準同形町： S(k)w竺lI))a(X)→lI)(Xr)が自然に定まる．
定義 3.5([KK16]). 半単純対称空間X=G/Hとその不連続群recに対して，








無しで思い出しておく．記号として， 0をoと可換な Cartan対合， K=G0を0に付随し
て定まる Gの極大コンパクト部分群とする.Lie環gの0,uの微分による固有空間分解を
9=£+j.1(=9de+9―d0),g = fJ+ q(=炉 +9―da),
とする
aをμnqの極大可換部分空間とすると， gのKilling形式の aへの制限は正定値であり，
自然に a竺 a*である．そこで制限ルート系I;(9如 e)'a)のWeylChamberの閉包を一つ選
び，この同型で移したものをかとするこの時，次が成立する．
事実 4.1(例えば[Sch84,Prop. 7.1.3]). 積
K x exp(正） xH→ G 




例 4.2.(1) ('例 2.1(1)の場合） fJ =£, q =μ, aはpの極大可換部分空間，かは制限ルー
ト系I;(9,a)の一つの Weylchamberの閉包であり，この場合の一般化 Cartan分解偲寸
影）はGのCartan分解叩影）である．
(2) ('例2.1(2)の場合） 0'をG'のCartan対合， K'=G'e, μ'= 91-de, a'をμ'の極大可換部
分空間， a'+をI;(g',a')の一つの Weylchamberの閉包とするこの時， a=diag咄：＝
{(a', -a') I a'E a'} C g = g' 〶 g' であり，正の一つの取り方として diagaa'+ があ
る.0=0'x0'はびと可換だから， K= K'X K'とすることで， Gの一般化 Cartan
分解G= (K'x K')exp(diagaa'+)diagG'を得る．一般化 Cartan射影加： G→ 酎＝
diagaa'+について， pr1o v0(g~, 吟）＝加(g~gt1)/2, (μa, はG'のCartan射影）が成立
する
一般化Cartan射影四の右H不変性から自然に定まる収： X=G/H→ 正を用いて，















(G, H) = (SL繹） X SL厄），diag(SL繹））），X= G/H~SL鵡），
の場合に限って証明する．
定理 5.1([KK16]). X = G/Hを条件 (2.1}を満たす半単純対称空間， rcGをXの不連
続群とする数え上げの条件
ヨA,a> 0,'vx EX, VR > 0, Nr(x, R) < AeaR, (5.1) 
が成立するならば， #Speedげ¥G/H)= oo. 

















以降では (G,H) = (S12偉） X S12(股），diag(S12(恥）））の場合に限る． この理由の一
つは，上記の漸近挙動の考察を初等的に行いたいためであるさて， (G,H) = (S12(罠） x 
S12偉），diag(S12(罠）））の場合，口SL尋）を S12(股） X S12(股）のCasimir元から定まる S12(股）
上の S12(股） X S12偉）不変な微分作用素とすると， S12(股）がrank1の群である事から，
恥ぃ（政）xSL2(1R)(SL2(戦） = q口SL嘔）］，
であり，






Speca(S12(瞑） = { /i,(/i, -2) I /i, E Zc'.2}-
注意 5.4.5.2節で/i,(/i,-2)の固有値を持つび固有関数切を構成する．
さて， gESL鵡） x SL鵡）に対して， gで左移動してから Poincare級数を取る射
Sr,g,C: e;L店。直）xSO尋），f(C-2)(SL厄））→ L;(C-2)げ¥SL厄））
信 t → (e; 四）r
を考えるただし，この射がwell-definedかはまだ議論されていない．
ここで， L§。2(R)xSO追），C(C-2)(S12(股））を S02(股） X S02(股）有限な口叫（賊）の固有値/i,(/i,― 
2)のび固有関数全体の集合， L;(C-2)げ¥S12償））を口爪SL尋）の固有値£(£-2)の固有関数全
体の集合とし， S12(艮）上の関数fに対して，勾f(x):= f(g―1x), (g E S12(民） X S12(罠），XE
S12偉））の様に S12(股） X S12(股）の作用を定めた．
以下では定理5.1より強い，次の主張を証明する
定理 5.5([KK16]). r c S12(股） X S12償）を S12(~) の不連続群とする．数え上げの条件
(5.1}が成立するならば，任意のgに対してある /i,9ENが存在し，整数/i,2: fgについては
Sr,9,cはwell-definedである．さらに，ある9rE S12(戦） X S12(股），frENが存在して，任意
の偶数/i,2: 介に対して Sr,gr,£ は非零になる．
5.1 口叩(JE.)の802(民） X 802(民）有限な固有関数cpgの漸近挙動
この小節では常微分方程式の確定特異点の理論を用いて，口SL2(沢）の S02(股） X S02(股）有
限な固有関数の漸近挙動に関する次の事実を示す．
命題 5.6.S12(股）上の S02(股） X S02(良）有限な関数四で，超関数の意味で口SL2(賊）四＝
/i,(/i, -2恥 (£E(C)を満たすものについて，ある C> 0が存在して，
l'Pe(x) I ~ C(cosh llxll)-Re多もしくは C(coshllxllte!-1, 
lxl→OO 




1四(x)I ~ C(cosh lxl)万，
IのI→00
が成立
Proof. Cartan分解X= k(圧戸）a(t)k(01戸）を用いて S12(良）に座標を定め，口SL2(IR)のそ
の座標での表示を計算するここで，変数はー1r:S 0i < Jr, (i = 1, 2), t 2 0を動き，




[)2 8 1 82 1 が□ SL2(l!.) =—+ 2coth2t―- -+ -
加 at cosh2 t 80t sinh2 t 80§' 
となるさらに.u = (cosh 2t)-1で変換すると，
ロ叫(IR)=4 (U品）2-u羞）— 4u2(u品）2+u羞）— u~l:iふ― u2::l!み，
となり， S02(良） X S02偉）相対不変（つまり，羞，羞がスカラーで作用する）な口SL尋）
の固有値R(R-2)の固有関数が満たすu= (cosh2t)-1 = (cosh lxl)-1についての常微分方
程式はu=Oを確定特異点に持ち，その特性方程式は4(p2-p) = R(R -2), よって特性指
数pはS02償） X S02(股）の指標に依らずふ—; +1となる．従って， S02(股） X S02償）相
対不変な関数については示すべき主張が得られ，よって一般のS02(政） X S02偉）有限な関
数についても命題の主張が正しいと分かる． ロ
注意 5.8.g1, g2, XE S12(股）に対して成立する不等式llg1xg21I s; lxl + (lg1 I+ lg2I)から，
















B (cosh lb―1xl)―£/2 (系 5.7によりこのようなBが存在する）
00 
sBとNr(x,n) (cosh(n -1)―£/2 
n=l 
00 





の基本頷域割¥SL尋）を用いて，自然な同型V(Dr¥sL尋））竺 LPげ¥S12(股）， (1:;p::; oo) 
が得られるが，系5.7により，£>2の時にはcpgEじ(S12(股））となるから， Poincare級数
こ心£がLパ巧SL2(R)で収束する事は明らかである．不等式 lflu :; ✓llfllu 111£0に
-yEr' 
よって，この級数はぴ(D爪SL2(R)で収束する．さらに，




口叩(li.)'-Pi= P,(P, -2)cpf, 
が分かる注意5.8により，上記の議論は四をe;やe,(g E SL2償） X SL2(股））に置き換えて
も成立するから， Sr,9,eは(gに依存した）十分大きい［でwell-definedであると分かる．
次に非零性を示そう．その為に任意のい三 Z翌に対して，
切(x)= (x1 + Hx2)―e for X = (X1 + X4 四十X3)
一四十叩 X1-X4 ' 
なる関数を導入する．
注意 5.9.関数切は(KK16,Ch. 9}では可として導入されている．
切はび(812償））であり， 802(股） X 802(民）不変な口叫(IR)の固有値£(£-2)の固有関
数であることが確かめられる.EE 812(股）を単位行列として，
(£ 砂）1(rgE) =区卯(r―iE) 
祖 g-'rg





を得る．また， c9:= inf{II, ―1EI I, E g―1fg s.t. I, ―lEI > O}とするこれはrの固有不
連続性から非零であるが，不等式(5.2)の証明と同様にして，
00 







~AB f;eacgn (cosh c9 (n ; l)) -f 
を得る．よって各gE 812(艮） X 812(民）に対してある VgE Z:,:vが存在して， £EZ:,:v9に対
して，







を示せば（り切）r =J0が分かる．下の命題5.10によって，ある grE S12(股） X S12(良）が存








命題 5.10([KK16, Prop. 8.9]). G'を中心が有限な連結半単純群でコンパクト因子を持た
ないもの， sCG:= G'X G'を可算部分集合とすると，ある Gの元gが存在して，任意の














命題5.10の証明.g = (g~, g;), s = (s~, 約）として，四(g―lsg) ヂ 0 は g~-1 s~g~gいs;-ig; ~ 
K'と同値であるまず#S=1 の場合を証明する.S={(s~,約）｝として，
(i) s~s;-1~Z(G'), 
(i) s~s;-1 E Z(G'), 
の場合に分けて証明する
(i) の場合 s~s;-1 tf-C'だから，補題からある g'EG' であって， g1-1s~s;-1g1 tf-K'とな
るそこでg= (g',g')とすればよい
(i)の場合 S1tf_ Z(G')だから， G'の連結性から Ad(s1)=J id. よってある g'EG'が
存在して s~g's~-1g1-1 tf_ Z(G'), 仮定により s~g's~-191-1 tf_ Z(G')を得る．よって，補題によ
りある g"E G' が存在して 911-18~g's;-19,-1911 tf-K'となる.g~= g", g~= g'-lgllとして，
g = (g~, 必）とすればよい．
次にSが可算部分集合の時に示す.s E S¥Z(G)に対して，解析的な写像fs:G→Gを
g r-t g―lsgで定める．また， Y= {g E G: 四(g)= O.} = {g = (g~, 外） E GI g~g~-l EK'.} 
が解析集合であることから， fs-1(Y)もGの解析集合．一方， #S=1の場合には正しいこ
とから fs-1(Y)はG全体ではない．解析関数の一致の原理と Gの連結性により J;l(Y)は
内点を持たないさらに Baireのカテゴリー定理から， LJ J;l(Y)も内点を持たない．
sES¥Z(G) 







者はGueritaud-Kassel[GKl 7, Sect 10.1])のアイデアを基にして， S12(股）に固有不連続に
作用する無限生成の自由群
rv(a1, a2, r, R)三 rv({a1(k)}kEN,{四(k)}kEN,{r(k)}kEN, {R(k)}kEN) 
を， VENと実数列







叫k)= e八切(k)= e砂＋ら，r(k)= 1, R(k) = e尺
とする．十分大きい vENに対して次が成立．
(1)几(a1,a2, r, R)は812(股）の不連続群だが，強不連続群ではない．
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